Malfattische Problem, 


neu gelöst 


K3 


ce. ADAMS, 


Lehrer der Mathematik an der Gewerbschule in Winterthur. 


Mit einer lithographirten Tafel. 


Bibliotecadi (ANA UN) 


IN 


II] 


Fondo |c 


Das 


Malfattische Problem, 


neu gelöst 


von 


ee. ADAMS, 


Lehrer der Mathematik an der Gewerbschule in Winterthur. 


2 
a Fa 
” I x f“ > 
n I 
52 eu: u Twv ovwv 
A A ” n Po ca U 2) \ f 
ar N z0LOVOLW nulv navyra Tayasa Feot, 
wi a EN a 2 y 
H N hey h Enixaowos. 
” # a , | 
\ 
in 


Mit einer lithographirten Tafel. 


Er BEST an Sn ERBE TPSER JRR EEE ee EEE EEE TE GET Ge EEE TO ET EEE ET. 
Te nen 


Winterthur 1846. 
Druck und Verlag der Steimer’schen Buchhandlung. 


Erster Abschnitt. 


Die älteren Auflösungen. 


EBie Aufgabe, in ein Dreieck drei Kreise zu beschreiben, welche einander, und einzeln je zwei 
Seiten des Dreiecks berühren, ist zuerst von Malfatti, einem ausgezeichneten ilaliänischen Ma- 
ihematiker aufgestellt und gelöst worden. Daher der Name Malfattisches Problem. Malfatti gibt 


indess nur die Grundformeln und die Resultate, und zeigt alsdann, dass jene mit diesen in Ein- 


klang sind. — Seine Auflösung datirt vom Jahre 4803, und findet sich in dem ersten Theile des 
zehnten Bandes der Memoiren der italiänischen Gesellschaft der Wissenschaften. — Bidone, 


Professor an der Akademie in Turin, erklärt sich darüber an die Herren G@ergonne & Laver- 


nede, Redaktoren der Annales de mathematiques, wie folgt (Siehe tom. II, pag. 60): 


„Tel est le precis de la solution de M. Malfatti, qwil dit avoir converli en un theoreme, comme 
on le voit par ses procedes, pour la presenter sous une forme plus simple, et pour ne pas eire oblige 
d’exposer le nombre de calculs qwil a sans doute dü faire pour arriwer a celte construction, en cherchani 
ad resoudre direclement le probleme. M. Malfatti nindique nullement la trace qwil @ swivie pour par- 
venir aux valeurs des inconnues , et Von peut dire que son memoire est tout renferme dans ce precis, d 


quelques developpemens pres.“ — 


Nach Malfatti sind nun die Radien der gesuchten Kreise: 
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wo r den Radius des einbeschriebenen Kreises, s die halbe Summe der Seiten, e, f, g die Ab- 


be) 


stände der Ecken des Dreiecks vom Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, endlich n, k, m 
die Abstände der Ecken von den Berührungspunkten des einbeschriebenen Kreises bezeichnen. — 


Diese Werthe führen Malfatti zu folgender Construclion: 


Figur ‚le 


Es sei ABC das Dreieck und S der Mittelpunkt seines einbeschriebenen Kreises. Man ver- 


längere BC und mache CE = At = Atı und EF = BD, ferner trage man AS von F nach G 


und CS von G nach H auf, halbire BH in J, und ziehe durch J die Senkrechte OJ auf BC, welche 


der BS in O begegnet; dann ist O der Mittelpuukt, OJ der Radius eines der gesuchten Kreise. 


Analog werden die Mittelpunkte und Radien der beiden anderen Kreise bestimmt. 


Der Beweis dieser Gonstruclion ergibt sich sehr leicht, wenn man die Richtigkeit der Malfat- 


tischen Ausdrücke voraussetzt. 


Da nämlich 
At EBe Esp2sosiswauch 
BE=sunddaEF =BD = f_——- rist, so hat man 
BRS=ZESEn tr; da@fernersE G2-—SASSAGELE Z@SyRsoHSt 
BH=s-f T e g. 

Ferner hat man: 
OJI=EBI=—ZZESME: IBM däh. 
oT: arte u ae 


r :k, mithin ist 


Lo) 


n 
om SE (s+f r e g) 


wie verlangt wurde. — 


Ohne die Malfaltische Auflösung zu kennen, suchten die Herren Gergonne & Laverneu 
i Lavernede 
eine selbstständige Lösung des Problems. Jm ersten Band der Annales de malhemaliques vom Ja} 
= E anr 
4810 und 1511 sagen sie darüber Folgendes: 


„Il y a plus de diw ans que ce diffieile probleme s’est offert, pour la premiere fois, aux redacleurs 
z 9 . UACLEUT : 

de ce receuil,; mais, bien qwils laient allaque - ER FRE 
P > A que un grand nombre de fois, ils n’ont pu, pendant long lemps 


parvenir a le resoudre, mi meme a sassurer sil elail resoluble par la ligne droite et le cercle. Aussi n’au- 
raient-ils pas songe a le proposer dans les Annales, s'ils n’y avaient ete inviles par un de leurs abonnes. — 

Ils avaient lieu de penser que le geomelre qui les avait sollieite « appeler sur ce probleme lattention 
de leurs lecteurs, se chargerait lui-meme de le resoudre, au cas quil n’en vint aucume solution d’autre part; 
mais ayant long-temps et vainement allendu, ils ont cru devoir faire encore de nowvelles Tentatives, et plus 
heureux celte fois que les precedentes, ils sont parvenus, sinon d trouver une construction du probleme, 


du moins a labaisser au premier degre, et d reduire sa resolution arilhmetique da un calcul assez simple. 


Diese Auflösung ist nun folgende: 

> ernlie Wüle 
Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen unstreitig in den Halbirungsiinien der Winkel 

des Dreiecks. Sind nun M, t, ti die Berührungspunkte des einbeschriebenen Kreises mit den 

Seiten des Dreiecks und setzt man At= At =n,BE=BM =k,Ct, =CM = m, so ist 


BMZ2212—ZBIE 2024: 
k:r=BJ:y milhin | 


Eben so hat man 


CH = —. 


Ferner ist 


= VI + art ayy. 


Da nun 
BI Ch + Jh = BC =a, so hat man 


ky 1: mz (mo 
— —  -E2y yz=a, milhin | 


I 
\ ky 4 mz 1 2r V yz = ar. Eben so ist 
a VAR Dit 5A DR, 


x rk t2rysyac, 
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Um nun aus diesen Gleichungen die Werthe von x, y, z zu entwickeln, setze man: 


Zu VO SE IV 
Dadurch verwandeln sich die Gleichungen (A) in folgende: 
\ y (k-+- mu? + 2ru) = ar. 
B< y (mu? + nv? — 2ruy) = br. 


yliav2 Fk ray) =ler. 


Die zweite dieser Gleichungen gibt: 


br 
y = 2 | R) Ip - 
mu? — ny? + ?Tuv 


Substituirt man diesen Werth in die zweite und dritte, SO erhält man: 
\ p (k — mu? + 2ru) 2 (mu? + nv? — 2ruv) 


C 


} p(vw®+k-+ 2 = ß (une + nv? + 2ruv) 


Es handelt sich also zunächst darum, aus den Gleichungen (C) die Werthe von u und v zu 


Gleichung mit ckn, die zweite mit akm, so 


bestimmen. Zu dem Ende multiplizire man die erste 


hat man 


| 


bekn (k + mu? + 2ru) ackn (mu? + ny? + 2ruv) 


abkm (nv? + k + 2ry) = ackm (mu? — nv? + 2ruv) 

Ri oder auch 

F (a—b) ckmnu? + ackn’v® + 2acknruv = benk? — 2beknru 
> (ce — b)) akmny ackm?u? — 2ackmruv = abmk*” + 2abkmrv 


des Dreiecks bezeichnet: 


} 


Nun ist, wenn wieder s den halben Umfang 


N 
e 
| nesenpkeg 1 5 — u 
m; 
| INSEABICE — Vase el) (s — b) (s — c). 
H kmn = (ds als pas — e) Zr. 
# (Siehe meine Abhandlung: die merkwürdigsien Eigenschaften des Dreiecks, Lehrs. XVIII Zus.) 
me | N Os 
10 Ferner ist 
Br aı— b>- 2.) SEN: a) — ak — bn 
3 S 
Fk c(s —-b)—-b(s — ee) ck — bm 
e—-b= m Fe ee 
5 Ss 


| Berücksichligt man diese telationen, so verwandeln sich die Gleichungen (D) in folgende: 
(ak — bn) cer?u? + ackn?v? + 2acknruy = benk* —- 2beknru 
(ck — bm).ar’y? + ackm’u? + 2ackmruy — abmk? + 2abkmrv 
und mit Verselzung einiger Glieder: 
ack (r?u? + n?v? 4 2nruy) = ben (r?u* 4 k? 4 2kru) 
ack (r?v? + m?u? + 2mruv)-= abm (r®v® + k? + 2kıv) d.h. 
® ( ack (ru + nv)? = ben (zu +.k)? 


ack (rv + mu)’ = abm (tv 4 k)? 
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| 
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Setzt man nun wieder, wie in $. 1, 
AS=e,B=f,(05S =3g, | 
und nennt man die Mittelpunkte der das Dreieck ABG auswärls tangirenden Kreise S,, Sa, Ss, | 
so ist (Eigensch. des Dreiecks Lehrs. XV, Zus 1) 
AIBE TAGES ASTIEd.h, 


be = e AS. 
Ferner hat man 
e.:'n = AS$ı': s, mithin 
es 
ne —ee =: 
ASı 
Hieraus folgt ben = e’s und eben so ist 
acka— fs 
abm = g®s. 


Die Substitution dieser Werthe in (E) machen jede Seite dieser Gleichungen zu vollständi- 
gen Quadraten, d. h. es ist | 
2,C@ru 4 nv) = e? (ru — K)? 
f? (tv-+ mu)’ = g? (ıv + k)? 

mithin ist 
{(u+ıvy)=e(m+k) 
E ( f(avtmu) =g (iv -.k) 


Hieraus folgt weiter 
(f—e)ru+ fnvy = ek 


fmu — (f — g)ıvy = ek und 
u ein 
& mn — (f—e)(f— g) 


/ fme — (f — e)gr 
eek - - - 
\ f?mn — (f—e) (f— g) r 
Da ferner 
ack abm | 
fi = — , g?—= —- und kmn = r%, 
s S 
so ist f?mn = acı“, 
9 
a’bckm 
(?o? ga ee 
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mithin fgn = aer, Eben so 


fem = cgr. 
Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (G), so verwandeln sich dieselben in folgende: 


j ke a—f-+g 
= > A 

| T ac — (f — e f — eg 

en G=Zo)ü-g) 

| kg et e—f 

ag, | x 
B T ac — (f—e)(f— sg) 
Demnach ist ln. mk?e? a f Sr g ; 
| \ RT zen) 
k?o? ) 2 f 9 
Ri J ny? == n ke) OS: e h 
[1 ac — (f-—e)(f — g) 
| 2k?eg. ee 


2Iuv = z = SFr, I 
Tr (ac—(f — e) (f — g))? 


RT 


Es ist aber, wie schen vorher gezeigt wurde 


a 
r°s 
mkaı —= 
n 
ben Es 
er = ——, mithin 
N 


mk?e? = k.r?’.bc. Eben so ist 
Im 
nk’g? = kr?’ab und 
ei ER abzcHämnv me. 
| a mithın 
2 
1 Rh ack.kmn.b? 
| k?e?g? = 2 = f’r’b?, folglich 
keg = frb. 
Die Substitution dieser Werthe ergibt 

E mu? = kbe (en 2 
'# ac fe) (E75) 
Kl Cnyss. Tan ( a Bi 2 
| acm (f —e)(lh 7 g 

2ruy = 2kfb 2 an 


ad VE) 


Da nun 
br 


mu? 4 ny? + 2ruy> 


a 
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so erhält man: 
Een (le -t-e)E— 9) Er 
RAT cta—ffFg”?+ale+te—- N+HMla—ftrglere—D 


So weit die Redactoren der Annalen. Dieser Ausdruck ist bei weitem weniger einfach, als 


der für denselben Radius gefundene Werth von Malfatti. — (8. $. 4.) Es scheint schwierig, die 


Jdentität beider Ausdrücke nachzuweisen. Jndess wollen wir im folgenden ($.) versuchen, den 


so eben gefundenen Werth zu vereinfachen und für die geometrische Construclion anzupas- 


sense == 


g. 8. 


Zu dem Ende bezeichnen wir die Mittelpunkte der das Dreieck ABC auswärts berührenden 


Kreise mit Sı, Se, Ss und die Radien der das Dreieck Sı S2 Sz berührenden Kreise mit N, Wu, 


ie, Na. Dann ist: 
a6C===aBS. BS2:— A. Es-E2S5)) 
(f-—e)(f— g)=f—ef — fg + eg, mithin 
ac — (f—e) d—g)=f Sa + ef+ fg — ee. 
Nun ist (Eigenschaften des Dreiecks Lehrs, XXXIV Zus. ): 
f, SS = 4Rr. 


ef. = SSH 
for Sr. (Dreieck Lehrs. IV, Zus.) 
eg =.SSa..T 


Hieraus folgt 

ac— (f—e)(f—g) =r(4R + SS; 4 Ss — SS). — 

R bezeichnet hier den Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. Da nun der 
Radius des dem Dreieck SıS2S3z umschriebenen Kreises = 2R ist (Dreieck Lehrs. XXIL), so hat 
man (Dreieck Lehrs. XX): 

SS; + SS2 + SSs = 2 (2R —+ NR). Aber 
25 = 2 (AR HN — N) 


mithin 
SS; 4 SS; — SS = 2a — 4R und 


4R — SS, + SS3 — SS = 22, demnach 
(N) ac — (f—e) (f— g) = AN. — 


. u 


h 
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Ferner ist 
ce (a —f 2 gI = I HH) Asse cg) 
a(cct+e— D’= (e 


Hua Er re FEN - Na tr DIA FETL, IF eTe Na — HL) 


mithin 


te —f)(ac-+t ae — af) 


cG er Dr raile Fe ty re tere) re Sf = 
(a — fg) (ac ce ef — TI (c Tre f).tac ae — fe fe,) 


— a a co en) cr eier) Gel fo)(etre N 
—- (ac —- Date ter g — 2) + ae Facg + ae? + cg? — ef? — ef? + 2efe. 


FRAME erg ehRefg: 


Nun ist 


a-c= 2% _-—b, mithin 


e(a —-— fr g’talete—fS’ + la —f+e)(c+te—f) 
= ?l(ac -f)(sFetrg—f) + ae + bir + cg®°— abe + 2efg. 


Da aber 
e® = be — ART, so ist 
ae = abe — a. 4Rr. Eben so 
bF? = abe — b. 4Rr 
cg? = abe — c. 4Rr, folglich 
ae? 1. bi? 1. cg?.= 3ahe)— 25.2 ART. 
Aber abe = 4ARA = ARıs. 
Daher 


ae? + b? — c 


—FERTSER— 


ae? + bf? + ce — abe = o. 


Weil ferner 


g? = 12Rrs — SRıs 


abc, mithin 


efg = 4Rr? (Dreieck Lehrs. XXVI) 


und ac — f? = A4Rr, so ist endlich 


N ca - It tacte -Mtai@-ttg)lcte-) 


=8fr(strte+g—f). 


er 


Substituirt man nun die Werlhe von (M) und (N) in (L), so erhält man 


1 ar Po? 

Na - 

’ ei) 
I” Na? 


DK RO (0 1 ee) 


ein Ausdruck, der sehr leicht zu construiren ist, und überdiess mit dem von Malfatti angegebenen 


Werthe viel Aehnlichkeit hat. — Eben so erhält man 


Tr” Kr 

x = 
2 R(s#r-_e+f-+g) 
r? Wa? 


2m KRAGEN ge Eee: 


Anstatt den Ausdruck (L ) zu vereinfachen, was zu einer neuen Construction führen musste, 
wie wir es so eben in $. 3 gezeigt haben, zogen es die Herren Gergonne und Lavernede vor, aus 
den Meailfattischen Ausdrücken für die Halbmesser die ursprünglichen Gleichungen (A) herzuleiten. 
Wir dürfen diese Deduclion um so eher übergehen, als aus unserer neuen Auflösung (Abschnitt 
3) die Malfattischen Ausdrücke unmittelbar hervorspringen. — Eben so übergehen wir die Bemer- 
kungen von Tedenat, da die Resultate seiner Entwickelungen ebenfalls in unserer neuen Auflösung 
enthalten sind. — Wer sich für jene, nicht ohne Scharfsinn ausgeführten Arbeiten der Französi- 
schen Mathematiker interessirt, den verweisen wir auf die Annales de Mathematiques, Tom. II p. 60 
— 64 und p. 165 — 170, so wie auf die Reproduction derselben von Ürelle im ersten Bande sei- 
ner Sammlung mathematischer Aufsätze und Bemerkungen vom Jahr 1821. — 

Nächst Malfatti gelang zuerst Herrn Dr. Lehmus die direcle Lösung des vorliegenden Pro- 
blems. Diese findet sich in dem Anhang zum zweiten Bande seines Lehrbuchs der Geometrie, Ber- 
lin 1520. Jm Ganzen übereinstimmend damit, und nur theilweise abweichend. ist die Auflösung 


von Crelle, welche er im Jahre 1821 in der so eben berührten Sammlung mathematischer Auf- 


sälze bekannt machte. Die Auflösung geschiebt mit Anwendung trigonometrischer Funclionen, 
in deren Umwandelung die Herren Verfasser grosse Gewandtheit zeigen. Die neueste Lösung im 
gleichen Sinne ist die von Herr Professor @runert in Klügels Wörterbuch, Supplementband iste 
Abtheilung, unter dem Artikel: Anwendung der Analysis. Herr @runert hat eine grosse Symmetrie 


in seine Formeln gebracht, und dadurch dem Calcul eine bedeutende Eleganz gegeben. Da wir 


I 
} 
| 


! 
t 
| 


N 


n dürfen, dass das Wörterbuch jedem Mathematiker zugänglich ist, so begnügen wir 


vorausselze 
uns hier, die Grundformeln anzuführen, und verweisen im Uebrigen auf den betreffenden Artikel 


des mathematischen Wörterbuches. — 


Figur 1. 


Bezeichnen wir die Winkel des Dreiecks mit «a, ß, y, und setzen den Radius des einbeschrie- 


benen Kreises = 1, SO ist 
BJ = y coig aß, CA = 'z’ctg Jay 
0!=y+z, I = VYlG+ 29° z)) = 2V 32. 
BM = cotg !/ß, CM = cotg !/sy, mithin 

ycotg !/ß + z cotg Yay + 2yyz = cotg hf + colg ey — a. 
Eben so 

x cotg Aa + 2 cotg Ay + 2yxz = colg Aa + colg ‘ey = b. 

x colg ia — y cotg '/aß + 2Vxy = cotg Aa + colg I — Re 
- Ferner ist 

e = cosec. tar, f = cosec.!/;ß, g = cosec.'/2y. 


Hieraus folgt denn, nach gehöriger Entwickelung 
= Atze lse— dee 
valid (a 1 HS em 8) 
z = altg.ly A HE -e—S), 


welche Formeln mit den von Malfatti gegebenen gänzlich übereinstimmen. 


Zweiter Absehnitk 


Die Steiner’sche CTonstruectionm 


$ 8 


Einfacher und bei weitem mehr im Geiste der reinen Geometrie, als alle bisher angeführten, 
ist die Auflösung des Malfattischen Problems, welche Herr Professor Steiner im ersten Bande des 
Crelle'schen Journals, Berlin 1826, milgelheilt hat. — 

Herr Steiner hat indess nur die Construction gegeben, ohne allen Beweis und ohne Erörte- 


rung des Abhängigkeitsgesetzes, welches zwischen den gesuchten Radien, den Seiten und den 


Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks stattfindet, Dennoch verdient diese Construction, wel- 
che wir hier mit den eigenen Worten des scharfsinnigen Herrn Verfassers wiedergeben, die voll- 


ste Anerkennung. Herr Steiner löst die Aufgabe also: 
N men Q 
raus. 


Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks ABC durch die drei Linien AS, BS, CS; 


1) 
so treffen sich diese Linien bekanntlich in einem und demselben Punkt S. — 

2) Jn das Dreieck ASB beschreibe man den Kreis (c}), welcher die Seite AB in dem Punkle 
Cı berührt, und in das Dreieck BSC beschreibe man den Kreis (a). — 

3) Aus dem Punkte C; lege man an den Kreis (a,) die Tangente C4A,, und beschreibe 

4) in das Dreieck AC;A» den Kreis (a), so ist dieser einer der verlangten drei Kreise. — 


Die beiden übrigen gesuchten Kreise (b), (c) werden auf ganz ähnliche Weise gefunden. — 
Herr Steiner hat uns freilich nicht gesagt, durch welche Betrachtungen er zu dieser elegan- 
ten Lösung gekommen ist, Jede Muthmassung darüber gehört dem Gebiete der Wahrscheinlich- 


keit an. — Uns will indessen scheinen, Herr Professor Anger habe hier die Wahrheit getroffen, 


und wir theilen dessen Muthmassung um so lieber mit, als seine Ansicht nicht nur in diesem 


|} 
Y 


| 
Ä 
| \ 
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I 


— 44. — 


Falle bewährt erscheint, sondern ausserdem zu einem allgemeinen Prineipe führt, dessen Anwen- 
dung für die geometrische Forschung sehr fruchtbar werden kann. — 
Herr Anger sagt nämlich in seinen Betrachtungen über verschiedene Gegenslände der neue- 


ren Geometrie, Danzig 1541, zweiles Heft pag. 25: 
ago en e. 


„Nimmt man das Dreieck gleichseitig an, so ergibt sich für diesen partiellen Fall sogleich 
folgende Lösung: 

Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks durch die drei Linien AS, BS, CS, welche 
sich bekanntlich in einem und demselben Punkte S schneiden. Diese Linien mösen nach der 
teihe die drei Seiten in den Punkten D, E, F treffen, dann entstehen die drei congruenten Vier- 
ecke BESD, EAFS und SFCD, in welchen zwei gegenüberliegende Winkel, z. B. AES und AFS 
rechte sind. Jn solche Vierecke lässt sich bekanntlich immer ein Kreis einschreiben, ") und wenn 
wir ‚dieses z. B. beim Vierecke AESF thun, so ist. der in dasselbe beschriebene Kreis offenbar 
einer der drei verlangten Kreise, und die beiden übrigen ergeben sich von selbst, eanz auf die- 
selbe Weise. Beschreibt man nun in die Dreiecke ASB und ASC die Kreise (c,) und (b,), wel- 
che die Seilen AB und AC respektive in den Punkten E und F berühren, so ist CE eine die bei- 
den Kreise (a) und (b,) Berührende; auch ist klar, dass der Kreis (a) als dem Dreiecke AEC 
eingeschrieben betrachtet werden kann. 

Projicirt man nun dieses Gebilde perspecüvisch, so kann man dadurch das Dreiech 


i ABG ak 
ein beliebiges unregelmässiges, den Kreis (a) so wie die Kreise (c,) und (bı) als Ellipsen 


scheinen lassen, und zugleich wird die Gerade CE 


ET- 
in. der Projection immer diejenigen beiden 


Ellipsen berühren, welche die Projectionen der Kreise (a) und (b,) sind, so dass diejeniee EI- 


lipse, welcke die Projeclion des Kreises (a) ist, einem Dreiecke eingeschrieben bleibt, welches 


als. Projeclion des Dreiecks AEC erscheint. Wenn es demnach möglich ist, be 


Allgemeinen diejenigen Kreise zu bestimmen, 


i dem Dreiecke im 


welche beim gleichseitigen Dreiecke den Kreisen 


x\ 


) Herr Anger ist hier im Jrrthum. Nicht in alle Vierecke, 
rechte sind , lässt sich ein Kreis einschreiben, 
von zwei gegenüherliegenden Seiten gleich ist 
auch hier wirklich der Fall. 


ın welchen zwei gegenüberliegende Winkel 
wohl aber in solche Vierecke 


‚in welchen die Summe 
der 


Summe der beiden anderen Seiten. Letzteres ist 


(c}) und (b,) entsprechen, so wird man nur durch den Berührungspunkt, welcher dem Berüh- 
rungspunkte E entspricht, an den dem Kreise (b,) entsprechenden Kreis eine Berührungslinie zu 
ziehen haben, um ein Dreieck zu erhalten, welches einem der gesuchlen drei Kreise umschrieben 
ist, indem man auch den Kreis als Ellipse betrachten kann. Es kommt nun zunächst darauf an, 
für das Dreieck im Allgemeinen (Figur 2) denjenigen Punkt $ zu bestimmen, welcher dem Punkte 
S (Figur 3) entspricht, ohne jedoch die Projection desselben zu sein. — Für diesen Punkt bietet 
sich nun aber (Figur 2) derjenige dar, in welchem die drei Halbirungslinien der Winkel sich 
treffen, wenigstens ist dieser Punkt für das Dreieck im Allgemeinen dem Punkt S für gleichseiti- 
ge Dreiecke (Figur 3) analog. Beschreibt man demnach in die Dreiecke ASB und ASC die Kreise 


(c,) und (b,) und hält den Berührungspunkt C; fest, so entspricht derselbe dem Berührungs- 


punkte E (Figur 3) und insofern man (Figur 3) die Gerade EC nur als Berührende der Kreise | 
(a) und (bı) fest hält, bietet sich von selbst der Gedanke dar, durch C, (Figur 2) an den | 


Kreis (b;) die Tangente CA» zu legen, und sich dadurch ein Dreieck AC,As zu verschaffen, wel- 
ches einem der gesuchten drei Kreise umschrieben ist. Freilich muss die Construction, welche 


man durch die vorhergehende Betrachtung nur als wahrscheinlich ermittelt hat, noch direct be- 


wiesen werden, allein man hat sich doch in der That auf dem eingeschlagenen Wege vom Spe- 


ciellen zum Allgemeinen erhoben. — 


Wir wollen das hier beobachtete Princip allgemein aussprechen: 


Wenn es sich bei einem Salze oder einer Aufgabe um Beziehungen zwischen Gebilden irgend 

einer Art handelt, so suche man die Allgemeinheit der Form möglichst zu beschränken, und ver- 
schaffe sich dadurch neue Gebilde, welche, obgleich sie noch immer zur Gattung der vorliegen- 
den gehören, dennoch viel einfacher sind. An diesen neuen Gebilden untersuche man nun ent- | 
weder die Beziehungen, welche Statt finden, oder löse die Aufgabe, welche im Allgemeinen ge- | 
1 
geben war, so bieten sich Sätze und Lösungen dar, welche wir parliculäre nennen. Man proji- 
cire sodann die einfachen Gebilde perspectivisch, und überlege, was die erkannten speciellen Be- 
ziehungen jetzt im Allgemeinen herbeiführen, wenn zugleich die Allgemeinheit der durch die Pro- | 
jeetion erhaltenen neuen Gebilde auf erlaubte Weise wieder beschränkt wird. Dadurch wird man | 
| 


von particulären Sätzen oder Lösungen sich zu den vollständigen erheben können. “ 


{ 


f 


| 
| 
| 
| 
| 
f 
| 


Wie schon bemerkt, hat Herr Steiner seine Construction nicht bewiesen. Dagegen hat 


Herr Zornow, Professor am Kneiphöfischen Gymnasium in Königsberg, im Jahre 1333 eıne Ana- 


lysis gegeben, welche direct zu der Steiner’'schen Construction hinführt. Dieselbe findet sich im 
zehnten Bande des Crelleschen Journales Pag. 300 — 302. — Wir anerkennen die Richtigkeit die- 


ser Analysis, halten aber die Darstellung für ziemlich abstrus, und erlauben uns daher, dieselbe 
in einem wesentlichen Momente zu modifieiren. Herr Zornow beweist nämlich, dass die von b 
(Fig. 2) an den Kreis (ar) gelegte Tangente mit der Halbirungslinie BS des Winkels A zusam- 
menfällt. Dieser indirecte Weg kann vermieden, und direct gezeigt werden, dass der Kreis (34) 
dem Dreieck BSC einbeschrieben ist. — 

Demnach gestaltet sich diese Analysis wie folgt: 

Figur 2. 
Es seien (a), (b), (c) die gesuchten drei Kreise, &, ß, y ihre Radien, PA,, PB, PC; die 


je zweien zugehörigen Potenzlinien, so ist P zugleich der Mittelpunkt des dem Dreieck abc ein- 


beschriebenen Kreises. Setzen wir den halben Umfang dieses Dreiecks = 9, so wie den Radius 
des ihm einbeschriebenen Kreises = e, so ist 

s=at+ß+Yy 

s—ab=y 

s—_ ıc=ß 


e — be = «© und 
= Aabe 2 ( aßy 
g «+ B+y 


a, b, c auf die Seiten des ursprünglichen Dreiecks die 
Senkrechten ad, adı, bf, bfı, cg, cgı, und halbire die Winkel abf,, acg etc., so erhält man die 
> U) c j 


Man fälle nun von den Mittelpunkten 


Mittelpunkte a, Di, cı dreier neuen Kreise, welche einzeln je eine Seite des ursprünglichen 
£ gli 


Dreiecks und ausserdem je zwei der drei oben construirten Potenzlinien PA,, PB, PC; berüh 
3 L ’ 1 > 1 uD- 


ren. — Die Berührungspunkte dieser Kreise mit den Seiten des Dreiecks seien Aı , Bı, Cı, ferner 
seien mı, m die Berührungspunkte des Kreises (44) mit den Potenzlinien PC, 3 nr y ist 
Aıfı = mm u 
Ag = m; 
Aber mm; = Pm + Pm, 
any = Pn + Pn,, 


N a 


Ferner Pm = Pn, Pm; = Pn,, daher auch 


mm = nn, und 
Aıfı == Aug d. h: 


die Berührungspunkte As, Bı, Cı der Kreise (a), (bı), (cı) fallen zusammen mit den Fuss- 


punkten Aı, Bı, Cı der Potenzlinien. Da nun ferner die Geraden Aıb und Aıc auf einander 


senkrecht stehen, so ist 
Aıp = Aıfı = Ag = V PBy- Eben so 


Bın =#Bıdy = Big = yVoy: 
Be (ii — Vier 
Die Kreise (a4), (bs), (cı) berühren ferner die Halbirungslinien AS, BS, CS der Winkel 
des ursprünglichen Dreiecks. 


Dies ergibt sich auf folgende Weise: 
Zieht man von & auf BS die Senkrechte at und zugleich von b nach GC; die Gerade bC,, 


/. Bit + Z/fıba, + Zabt = 180° 


so ist 


Ferner ist wegen 
ZBbfı = ZBbf 


/fıbu = /.aba, 
/fbu = Zabt, 
2/ Bbhı + 2/fıbaı + 2/fbC, = 360° 
mithin Zassbt, =E/AhG 
d. h. die Dreiecke aybt und G,bf sind einander ähnlich : 
Aus dieser Aehnlichkeit folgt: 
ab : bt = bG; : bf, mithin auch 
(ab)? : (bt)? = (bu)? : (bf)*. 
Nun ist, wenn man die Radien der Kreise (a), (bı), (cı) einzeln mit «ı, ßı, yı bezeichnet: 
(316927 (B — ar) 09 
(bu) = 2 («+ 2) 
(bf)’ = °, folglich, wenn man substituirt: 
P-a” ty: beat Pp:P (MM. 


Ferner ist wegen Aehnlichkeit der Dreiecke apm und aPm;: 
am : Pm = a,ıımı : Pmı, mithin auch 


| 


Zeh 18 yaht 
am - m :Pm + Pm; = am: Pmd. h. 


aßy 
EEE Vor 
Hieraus folgt: 


ata.=Vala+f+y) 


oder, wenn man quadrirt: 
a® 22a + a = 0a” —+ «xp + .cy, mithin 


ar =a (8 _ N — 24) (IM). 
Die Substitution von (II) in (I) ergibt: 


DB EEE 
nn EEE 


BIKE + u) =a+ PB: ß, 


en: 


daher ist 
5 b? = Pl +Yy— 2%). 
i | Da nun 
| (ab?=( — + y=latp)(? +Y— u) 
| so hat man 
| (4b)? — (bi)? = (at) = al? +y — 2) 

= &? (siehe II.); 
d.h. es ist 4t = «, oder mit anderen Worten: Der Kreis (a4) berührt die Halbirungslinie BS 


des Winkels B. Eben so berührt (a,) die Linie CS, mithin ist der Kreis (a ) dem Dreieck BSC 
einbeschrieben. Dasselbe gilt für die Kreise (b,) und (ec) im Bezug auf die Dreiecke ASC und 


ASB. Die Steiner’sche Construction ist demnach vollständig erwiesen. — 
‘6. 


Zusatz. 
Da 


«ra = Yale HB + y) 
PFA=YVPe@+P+y 
Yta=Vy@+®-#y) 


I 


so erhält man 


+ Pr Ya lan m — 


u... gr 


Der Jnhalt des Dreiecks abe ist offenbar | 
= Yaßy(x + y)d.h. gleich der Quadratwurzel aus dem Produkt 
der Radien in die Summe dieser Radien. 
Da sich ferner die Geraden aaı, bb, ccı in einem und demselben Punkt P durchschneiden, 
so folgt noch: 
1) Die Durchschnitte der Geraden 

acı und uc 
bcı und b;c 
ba, und bya 

liegen in gerader Linie (Siehe meine harmonischen Verhältnisse Abschnitt 2 Lehrs. XXIII) 


2) Jn das Sechseck acıbaıcb, lässt sich immer ein Kegelschnitt beschreiben. — 


| 


nn nn en m nn 
een 


| 
1 
ce 
| 


5) 


einbeschriebenen Kreises — T, dann ist 


Eben so wird der dritte Kreis (a) bestimmt. 


Es sei AS = e, BS 


Dritter Ahbschnitk 


Neue Auflösung. 


Ne. 
Figur 4. 


Man halbire die Winkel des gegebenen Dreiecks ABC durch die Geraden AS, BS, CS so 


schneiden sich diese in einem und demselben Punkt. — 
Man fälle von S auf die Seiten des Dreiecks die Senkrechten SM, SN, SK. 


Jn das Dreieck BSC beschreibe man den Kreis (a4), welcher die BC in A, berührt, und 
in das Dreieck ASN den Kreis (a2), welcher die AS in d berührt. — 


Man trage Sd von A, nach D und D; auf, so dass AıD 


= AıDı = $Sd wird, und errichte 


in D und D;, auf BC die Senkrechten Db und D,c, dann sind 


b,c die Mittelpunkte, bD,, cD, die Radien zweier der gesuchten Kreise, — 


Beweis. 


a I, INN n, BN=k,CM = m und der Radius SN des 


d fg 
BAFE= are o, 
2 
e T — 
AD ar et: n 


5 (p. c.), mithin 


BD = Engler), 
2 


Ferner hat man 
BDSZBKE—ZEDp:2KS 
d. h., wenn wir die Radien Db = y, cDı = z selizen 
a+-f—- g—-(e+r—n):ı—b+e =y:r 


mithin ist 


Ve lee) 
a—b-+c j 
em A ei) 


fast DE C 


Vi Tze Tate Eben so 


Da nun die aus den Punkten b und c mit den Radien DD. en: beschriebenen Kreise je zwei 
Seiten des Dreiecks berühren, so ist zunächst zu zeigen, dass sie auch einander berühren, d.h.: 
r 

dass die Distanz ihrer Mittelpunkte gleich der Summe ihrer - Radien ist, Es muss also gezeigt 

werden, dass 
be, y 710.2 

oder, was dasselbe, dass: } 

(y+ 2)” = (y — 2)’+ (DD.)’, d. h., dass 

Ayz = (DD) (est 2 —m)’ist. — 


Dies ergibt sich, wie folgt: 


Es ist 


r— (ee+r—n)) Gere lerr=n) 
a—b-+c a+b—c 


wenn wir den halben Umfang des Dreiecks mit s bezeichnen: 


GO) ze TE 


LEN 
er) 
4 

| 

og 


Ferner ist, 


A AB = 2 00a Ebene) Ze 


mithin 
(a + o)a tb = a Ind atb+0)=4”.4°=4ar(larbr eo). 


Hieraus folgt 
ER veathse_n 5 
(a, — 5 Fred. (ausı De) a-b+ 


(ep) 
un 
je) 
fer 
>) 


Die Substitution dieser Werthe in (I) ergibt: 


(1) Ayz = ar I@+t=s: - etr D)(la - {te e::zu)] 


— I 


| = 2 d—-g%t(letr—n®?—- 2a(letr-n)) 
Zieht man jetzt die Gerade Sas und den Radius aıt senkrecht auf BS, so erhält man zwei 
Dreiecke Sdasz und aıtS, welche einander ähnlich sind. Diese Aehnlichkeit ergibt sich aus folgen- 
der Betrachtung. — 
Nennt man die Winkel des Dreiecks «, P, y so ist 


/[. ASN = 90° — !/h «, milbin 


\ /. dSag = 45° — Ui = und 

| /. daS = 45° + U o. 

| Ferner ist /. BSC = 180° — (!y @® + !a y) 

| oder, da ik(a+B+ty)= 90, ; 


Z BSC = 180 — (90 — a «) 
= 90 + !/a «, milhin 
LEBSE A502 ale 
= / daS — 
Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt nun: 


ade: usce- 2stastarn 
Nun ist aber 


ee 2/\ ASN u nr ar 
TRGS ESn EAN Venen gruen 
e = 
| Se +r a, 
n 2 
k 
| et na 


| ’ 


mithin, wenn man substituirt: 


nr ee ner: ar 
et Er-tan 2 w 2 Re ae 
Hieraus folgt 
an = SIT FMEHT DEE )CHE A) 
} ee 


mithin 


(IN.) 4an? = (e+r-+n)(e Ten) gt a)ltH+ ge a). 


ar Ri 


Nun ist 
ABcC=-hkha=hylt+gHta)lf+g — a)(a—ftgla+f—g) 
mithin 
Orr (Eee) Ar EN er — ne BE 
Dividirt man (IL) durch (IV), so erhält man 
NETTE) are) 
ee 
(7 augen re una den ar en ne Ga ie) 


Substituirt man (V) in (II), so erhält man 


mithin ist 


a = le +Hr m (se+rtW+letr- mn) 


BEE U ae tar tan—Qdantn(e+tr—n)]| 
atn 

= ET ER T, (enenyEncetr—n] 
atn 

— er on) 


Nennt man nun wie in Figur 2, Cı den Berührungspunkt des dem Dreieck ASB einbeschrie- 


benen Kreises mit der Geraden AB, so ist 


an cken 


» 
m 


ee RE re) 
BES HuDS nn, 


[Aw] 


so erhäll man 


Ab er 
und 


Demnach ist 


Dj Werth ist dem Werth für AD ganz analog, mithin gilt von den Kreisen (a) und (b) 
jeser r 8 


lasselbe, was bereits von den Kreisen (b) und (c) bewiesen ist, d. h. auch die Kreise (a) und 
dasselbe, w ; 


'M 
N 
l. 
h 
| 


EEE TEN es 


(b) berühren einander. Eben so wird gezeigt, dass sich die Kreise (a) und (c) berühren. Dem- 


nach ist unsere Construction vollständig bewiesen, 
$. 8. 


Die oben gefundenen Werthe von y und z stimmen durchaus mit den Malfattischen Ausdrücken 


überein. Da nämlich 


a—b c 
BK=k= ek ee und 
a b— c 
REM ==> ale, 
2 
ferner atn=sist, so hat man 


y=—(s+1t-1-e—g) 


2k 
r 
z = (s+g—r— e— f) und eben so 
2m 
(> fg) 
xa— Ss | 9.) = . 
2n 5 
x e rn 
Setzt man ferner AD — A,Dı = SEE N) 
ek 
N mer eg 


es en, ern 


2 
so ist p=V/ 2,9= Vz, v=-Vı 
mithin xyz = pqv, und 
EA) PY qv 
+ =1  - =ay, Zex, 
V q P 


Diese letzteren Ausdrücke hat schon Tedenat gefunden. (Siehe Annales de mathematiques tom. Il 
p. 165 — 470). — 


Winterthur, 


: Steiner’sche Buchhandlung. 


i 
$ 


